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Algebra I, IMA004

Lektionsplanering

Héar anges rekommenderade uppgifter ur boken till varje lektion, inlimningsuppgifter
och diskussionsdmnen. Forsok att 16sa s& manga rekommenderade uppgifter som mojligt
innan varje lektion. Om det var nagot du hade problem med kan du diskutera med di-
na kurskamrater eller fraga lararen pa lektionen. Ligg inte ner for mycket tid pa uppgifter
som du tycker dr enkla utan fokusera pa uppgifter du har svart for. Inlimningsuppgifterna
som anges under varje lektion ska laimnas in senast nista lektion. Kom ihag
att skriva erat namn.

Lektion 1
Avsnitt | Uppgifter
1.3 1.12
1.4 1.13

1.5 | 1.14-1.18
1.6 | 1.20, 1.21, 1.23-1.25, 1.31, 1.32, 1.34
1.7 | 1.35, 1.37

1.8 | 1.39-1.42, 1.46-1.48

1.9 | 1.58, 1.60-1.63, 1.65, 1.67, 1.68

OBS: Fel i facit pa uppgifter 1.16a(3) och 1.37d.

Inlamningsuppgifter
1. Lat A och B vara tva utsagor. Visa foljande ekvivalensetﬂ
—|(A/\B) < -Av-B
—|(A\/B) <~ —|A/\—|B

2. Lat P(x) och Q(z) vara tva utsagor som beror pa en variabel z i ett universum
X. Lat A={x e X: P(x)} och B={xeX: Q(x)}. Beskriv méngden

C={zeX:=(P(x)vQ()) Vv (P()r-Q(x))}

med méngderna A, B och operationerna union, snitt, miangddifferens och komple-
ment.

'Dessa ekvivalenser kallas de Morgans lagar.



Lektion 2

Avsnitt ‘ Uppgifter
2.1 2.1-2.9, 2.11-2.14, 2.16
2.2 2.17, 2.20-2.23
2.3 2.25-2.27, 2.28ac, 2.29, 2.30, 2.33-2.35, 2.37, 2.38
2.4 | 2.42-2.44, 2.46, 2.47, 2.49-2.51, 2.53-2.58

Diskussionsdmnen

Pa foreldsningarna har nidmnts att méngdldran sa som vi har gatt igenom den, sa
kallad naiv mdingdldra, har en del problem. I denna diskussion ska vi utforska nagra av
dessa problem och hur man kan ga till viga for att 16sa problemen. Vi har &ven borjat
prata om tal och ska dérfor utforska hur dessa kan konstrueras med hjéilp av méngdléira.

1. Ett av de mest kidnda problemen med naiv méngdlara ar Russels paradox. Genom
att utnyttja det faktum att varje samling av objekt som uppfyller en viss utsaga &ar
en mangd kan vi skapa méngden R som bestar av alla mdngder som inte innehaller
sig sjilv. Varfor leder detta till motségelser? Kan du komma pa andra motségelser
i naiv méngdlara?

2. Ett satt att 16sa problemen med naiv méngdléra &dr att axiomatisera méngdléaran.
Den mest kinda axiomatiseringen av méngdlira ar den sa kallade ZF-mdngdldran,
efter dess skapare Ernst Zermelo och Abraham Fraenkel. Denna innehaller delmdngdsaxiomet
som séger att givet en méangd A och en utsaga P(z) kan man skapa delméngden
bestaende av alla element x i A som uppfyller utsagan P(x). Hur loser detta Rus-
sels paradox? Kan du komma pa nagra andra intressanta foljder av detta axiom?

3. Hur kan du anvinda méngdlara for att konstruera nagot som beter sig som de na-
turliga talen? Hur definierar du addition och multiplikation med din konstruktion?
Kan du ta din konstruktion &nnu lingre och fa nagot som beter sig som heltalen?
De rationella talen?

Lektion 3

Avsnitt ‘ Uppgifter
9.4 | 2.42-2.44, 2.46, 2.47, 2.49-2.51, 2.53-2.58
2.5 2.60-2.63, 2.64a, 2.66 (anvind 2.64a)
2.6 2.68, 2.69, 2.71, 2.73, 2.76, 2.77, 2.79
2.7 2.80-2.83, 2.89-2.91, 2.93, 2.96

Inlimningsuppgifter

1. Los den Diofantiska ekvationen 55z — 17y = 2 fullstidndigt.

2. Visa att varje primtal p > 3 kan skrivas pa formen p = 6n+ 1 eller p = 6n -1 for
nagot positivt heltal n.

Tips: Vilka rester &r mgjliga nér p delas med 67



Lektion 4

Avsnitt ‘ Uppgifter
2.5 2.60-2.63, 2.64a, 2.66 (anvind 2.64a)
41 | 4.1-4.8, 4.11, 4.13, 4.14
4.2 4.15-4.20, 4.24, 4.25, 4.27-4.29
4.3 4.37-4.42, 4.44

OBS: Uppgift 4.15 innehaller ett tryckfel. P, ska vara 1+2+4+8+---+2" =27+l _1,

Diskussionsdmnen
De senaste foreldsningarna har vi gatt igenom ett antal bevismetoder. Vi ska i denna
diskussion utforska motsdgelsebevis och induktionsbevis.

1. Lagen om det uteslutna tredje sdger att antingen #r en utsaga sann eller sa ar dess
motsats sann. Det finns inget tredje alternativ. Detta &r en nodvéindig ingrediens i
motsigelsebevis. Om vi till exempel vill visa att nagot existerar borjar vi med att
anta motsatsen, att det inte existerar. Om detta leder till en motséigelse s& maste
det vara falskt att det inte existerar sa enligt lagen om det uteslutna tredje maste
det dérfor vara sant att det existerar. Aven om vi inte har ett endaste exempel.
Tycker du att ett sadant typ av bevis &r korrekt eller tycker du att vi faktiskt
maste konstruera eller hitta ett exempel? Tycker du att storleken pa méngden vi
arbetar med gor skillnad, t.ex. att motségelsebevis &dr korrekta nidr man behandlar
dndliga méngder men inte odndliga?

2. I kursen har vi studerat induktionsbevis éver naturliga tal men det finns varian-
ter av induktionsbevis som giller for andra méingder. Kan du komma pa andra
méngder eller typer av méngder dér induktion fungerar? Vilken struktur maste en
mangd ha for att induktion 6ver den ska vara maojlig?

3. Strukturell induktion ar en typ av induktion som anvénds inom bland annat data-
vetenskap. Det anvénds nér det inte finns nagot naturligt nésta objekt, sa som for
de naturliga talen, utan objekten istéllet forgrenar sig. Till exempel kan vi tdnka
oss ord, kedjor av bokstéver, dir vi liger till bokstéver. Till ordet (abc) finns ingen
naturlig efterfoljare, vi skulle t.ex. kunna ha (abed) eller (abee). Nér man genomfor
en sadan induktion borjar man som vanligt med att visa noédvandiga basfall. Som
induktionssteg visar man sedan att om y kan nas fran x, t.ex. om y = (abed) och
x = (abc), och utsagan giller for x da maste utsagan ocksa gélla for y. Kan du
anvéanda strukturell induktion fér att visa att om A och B &dr tva ord och C' &r
deras sammanslagning, C' = A+ B, sa giller lingd(C) = lingd(A) +1idngd(B)? Kan
du komma pa andra situationer dér strukturell induktion kan vara anvindbart?



Lektion 5

Avsnitt ‘ Uppgifter
4.1 4.1-4.8, 4.11, 4.13, 4.14
4.2 | 4.15-4.20, 4.24, 4.25, 4.27-4.29
4.3 4.37-4.42, 4.44
3.1 3.2,3.4, 3.6, 3.8

Inlamningsuppgifter

1. En talfoljd definieras rekursivt av ag = 0 och a, = a,-1 + n. Finn en sluten formel
for a,, och bevisa, till exempel med induktion, att den stiammer.

2. Visa med induktion att produkten av tre pa varandra foljande naturliga tal alltid
ar delbar med 3.

Lektion 6

Avsnitt ‘ Uppgifter
3.1 3.2, 3.4, 3.6, 3.8
3.3 | 3.9 3.11-3.14
3.4 3.15, 3.16, 3.18-3.22, 3.24, 3.25, 3.29

Diskussionsimnen

Vi har nu pratat lite om méngders storlek och lart oss att vi kan jamféra méngders
storlek m.h.a. konceptet kardinalitet for att siga t.ex. om tvd méngder har samma
kardinalitet eller om den ena har storre kardinalitet &n den andra. I denna diskussion
ska vi utforska detta koncept djupare.

1. Ett sitt att utveckla konceptet kardinalitet ar att infora sa kallade kardinaltal som
méter mangders storlek mer exakt. Detta kan goras dven for odndliga méngder
vilket ger oss de oéindliga kardinaltalen. Vi kan dven utfora de vanliga operatio-
nerna pa kardinaltal. Till exempel kan vi addera kardinaltal med varandra. Kan
du komma pa ett sdtt att till varje dndlig méngd associera ett ”tal” som beskri-
ver méangdens storlek? Hur skulle du gora for odndliga méngder? Hur skulle du
infora operationer som addition pa dina kardinaltal och hur skulle det funka for
odndliga kardinaltal? Kan det uppsta problem, sa som paradoxer, p.g.a. var naiva
méngdlara?

2. Det ar kant att N <. R. Finns det nagon méngd A med kardinalitet som uppfyller
N<. A<, R?



Lektion 7

Avsnitt | Uppgifter
7.1 7.1-7.6
7.2 7.7-7.14, 7.17-7.23, 7.27-7.29
7.3 7.30-7.33, 7.35, 7.36, 7.38, 7.40
7.4 7.42-7.44, 7.46-7.50, 7.52-7.54
7.5 7.57-7.59, 7.63-7.67, 7.72-7.75, 7.81, 7.87

Se extramaterialet fér uppgifter om kardinalitet.

Inlamningsuppgifter
1. Konstruera en bijektion mellan (0,1) och (0, c0). Ange sedan en bijektion mellan
(-1,0) och (-00,0).
Tips: Hitta forst en bijektion mellan (0,1) och (1, 00).

2. Ange en bijektion mellan (-1,1) och (0,1). Anvind detta och ovan konstruerade
bijektioner for att visa att (0,1) =, R.

Lektion 8

Avsnitt ‘ Uppgifter
7.3 7.30-7.33, 7.35, 7.36, 7.38, 7.40
7.4 7.42-7.44, 7.46-7.50, 7.52-7.54
7.5 7.57-7.59, 7.63-7.67, 7.72-7.75, 7.81, 7.87

Diskussionsdmnen

Nu har vi ldrt oss om hur division fungerar for bade heltal och fér polynom. Vi
har ocksa sett att det finns manga likheter men vissa skillnader mellan dem. I den hér
diskussionen ska vi fordjupa oss i detta samband och férhoppningsvis se nagra nya. Vi
skriver méngden av komplexa polynom i en variabel x som C[z].

1. Vad finns det for likheter mellan Z och C[z] med deras respektive additions- och
multiplikationsoperationer? Vad finns det for skillnader?

2. Vi har dven undersokt hur kongruensréikning fungerar. Man brukar skriva restklas-
serna modulo ett naturligt tal n med motsvarande addition och multiplikation som
Zy,. Vad finns det for likheter och skillnader mellan Z,, och Z eller C[z] och hur
beror dessa pa n?

3. Hur skulle du formulera definitionen av ett objekt som har liknande egenskaper?
Uppfyller Z,C[z] eller Z,, din definition? Ga igenom egenskaperna vi pratat om
under kursens gang. Hur fungerar delbarhet? Finns det nagon motsvarighet till
primtal? Storsta gemensamma delare? Euklides algoritm? Om inte, vilket eller
vilka krav maste uppfyllas utéver din definition for att det ska finnas?



Lektion 9

Forberedelser infor tentamen.



