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Sammanfattning

Foreldsningsanteckningar for féreldsningarna 18, 19, och 20 som jag holl som vi-
karie i kursen ” Algebra och geometri” for programmen F och Q i period 1, héstterminen
2017.

1 Foreldsning 18: Lite mer om geometri i rummet och kom-
binatorik

1.1 Planets ekvation pa parameterform och ett avslutande exempel

Vi har sett att ett plan kan beskrivas pa bland annat allmén form, Az + By + Cz = D
dir (A, B,C) dr normalvektorn till planet och D kan bestimmas genom att ge en punkt
(z0, Y0, 20) 1 planet och sitta D = Axy + By + Czp. Vi ska nu titta pa ett annat sitt att
beskriva ett plan.

Givet tva vektorer @ och ¥ i rummet r vi intresserade av att titta pa alla vektorer
— . . . — — — — — o
7 som kan skrivas som en kombination av w och v, d.v.s. ¥ =tu +sv for nagra
reella tal t,s. Om de tva vektorerna @ och @ inte #r parallella kommer alla dessa
kombinationer att bilda ett plan som gir genom origo. Planet spinns upp av % och v.
Om vi istéllet vill ha ett plan som gar genom en punkt P och spinns upp av @ och o
kan vi istéllet skriva

T =T +tu

=70 +tU +8T (1)

dér rog = 0P. Denna ekvation kallas for planets ekvation pa parameterform.

Givet ett plan II pa parameterform 7° = 7o +t4 + sv kan vi enkelt gi 6ver till
allmén form. Vad vi behover dr normalen 7 = (A, B,C) till planet. Eftersom vi redan
har tva vektorer i planet II, nimligen % och @, kan vi fa fram normalen med hjilp av
kryssprodukten,

Vi behover ocksa en punkt P i planet for att fa fram D och for detta kan vi anvinda
att 7o = 0P sé koefficienterna for vektorn To ger oss en punkt i planet.

For att ga at andra hallet, fran allmén form till parameterform, later vi planet II ges
av ekvationen Ax + By + Cz = D. Eftersom detta &r en linjir ekvation med tre okénda,



x,y,z, kan vi 16sa den i termer av tva obestdmda parametrar t,s. Detta ger oss da
planets ekvation pa parameterform.
Ett tillfdlle da parameterformen &r behindig &r nér vi vill bestdmma planet IT som
innehaller tre olika punkter Py, Pi, P> som inte ligger i linje. Vi kan da vélja till exempel
—_— ., = -
To ZOP(), u :POP1 och v = P()PQ.
Vi avslutar nu geometriavsnittet med ett lite djupare exempel.

Exempel 1.1. Linjen ¢; ges av ¢1: (z,y,2) = (1,0,1) +£(5,-3,2) dér t € R och linjen /o
ges som skérningen mellan planen x +y — 2z =1 och 2z + 4y + z = 4.

1. Visa att linjerna ¢; och 5 &r parallella.
2. Bestdm ekvationen pa allmén form for det plan IT som innehéller bade ¢ och £s.

Lésning. 1. De tva linjerna &r parallella om deras riktningsvektorer dr multipler av
varandra. Vi vet att riktningsvektorn v; for linjen £ dr v1 = (5,-3,2). Vi behéver
alltsa hitta riktningsvektorn v for linjen fo. Lat ny = (1,1,-1) och n3 = (2,4,1)
vara normalerna till de bada planen som definierar linjen fs. Eftersom linjen ¢
ligger i bada planen maste darfor bada normalerna n; och ny vara ortogonala mot
—> . o ) — [N —_—
v3. Vi kan alltsa fa fram vy som kryssprodukten av nj och nj:

— = —>
V2 =M1 XNy

> 7 %

=det| 1 1 -1

2 4 1

-57 37 +2k
=1-’U1.

Vi ser alltsa att riktningsvektorn vs i vart fall blir samma som v3 sa linjerna ir
parallella.

2. For att skriva planet Il pa allmén form Ax + By + Cz = D behover vi hitta dess
normalvektor 7. Ett enkelt sitt att gora detta &r att forst hitta tva vektorer o
och @ i planet eftersom deras kryssprodukt d& kommer vara ortogonal mot planet.
I vart fall har vi ocksa redan tva vektorer som vi vet ska ligga i planet, ndmligen
riktningsvektorerna fér de bada linjerna. Dock vet vi att linjerna dr parallella,
och vara valda riktningsvektorer &r till och med samma, sa vi kommer inte kunna
anvianda dem i kryssprodukten eftersom detta bara skulle ge oss nollvektorn. Vi
kan fortfarande anvédnda den ena riktningsvektorn men vi behéver hitta en annan
vektor for att kunna anvinda kryssprodukten. Eftersom vi redan kénner till en
punkt i ¢;, punkten P; = (1,0,1), behover vi bara hitta en punkt P i ¢ eftersom

—_—

vi da kan bilda vektorn P; P> som ocksa ligger i planet och som inte &r parallell
med v] eftersom linjerna ¢; och ¢y &r olika.



Eftersom linjen /5 ges som skdrningen mellan tva plan, x+y—z = 1 och 2z+4y+z = 4,
kan vi fa en punkt pa linjen ¢» genom att 16sa ekvationssystemet

r+y—z=1
2e+4y+z2=4

Gor vi detta far vi ut linjen fo:s ekvation pa parameterform. Eftersom vi inte
behéver hela linjen utan bara en punkt pa linjen behéver vi inte hitta alla 16sningar
till systemet utan bara en enda punkt (z,y,z) som loser det. Om vi tittar lite pa
systemet kan vi se att punkten (z,y,z) = (0,1,0) l6ser hela systemet, alltsa kan vi
vélja Py = (0,1,0). vi far da

—
PP, =(0,1,0)-(1,0,1) = (-1,1,-1).

Vi kan nu berdkna normalen till planet II:

=7 x PP
7 7%
=5 -3 2
1 1 -1
T PSS R | I (S |

]
2
+
(S%)
g
J’_
=

Slutligen beh6ver vi ocksa en punkt i planet for att kunna bestdmma D, t.ex.
punkten (0,1,0). Vi far da att planets ekvation ges av x + 3y + 2z = D och genom
insdttning av punkten (0,1,0) far viatt D=1-0+3-1+2-0=3.

O

1.2 Kombinatorik

Kombinatorik kan beskrivas som den del av matematiken som héaller pa med &ndliga
strukturer. Till exempel kan man vara intresserad av att berikna pa hur manga olika
sitt vi kan ordna ett antal objekt eller pa hur manga olika sitt man kan dra fem kort
ur en kortlek. Kombinatoriken &r ocksa néra kopplad till sannolikhetsteorin. Om vi &r
intresserade av hur stor sannolikhet det ar att fa ett par i poker behover vi berdkna dels
hur manmega olika pokerhéinder det finns och dels hur manga av dessa som innehaller ett
par.

Exempel 1.2. Vi ar pa restaurang och ska bestilla en trerédttersmaltid. Restaurangen
serverar n stycken olika forrédtter, m stycken olika varmrétter, och k stycken olika ef-
terriatter. Forutsatt att vi maste vilja exakt en forrétt, exakt en varmritt och exakt en
efterrdtt men att vii dvrigt far bestélla hur vi vill, pa hur manga sétt kan vi komponera
varan trerdttersmaltid?



Om vi borjar med att vilja forrdtt sa ser vi att vi kan gora detta pa n olika sétt
eftersom det finns n stycken olika forrdtter. For varje val av forrdtt kan vi sedan vélja
varmratt pa m stycken olika sétt. Sammanlagt kan vi alltsa goéra n-m olika val av forrétt
och varmritt. For vart och ett av dessa val kan vi sedan véilja efterrétt pa k olika sétt.
Sammanlagt far vi dérfor n-m - k olika sitt att komponera var treréttersmaltid. Vi
ser alltsd att antalet sétt att gora alla tre val fas genom att multiplicera ihop antalet
sitt att gora varje val for sig. Detta &r ett exempel pa en allmén princip som kallas
multiplikationsprincipen.

Sats 1.3 (Multiplikationsprincipen). Om operationerna Fy, F, ..., Fy,, kan goras pa re-
spektive ny,na, ..., Ny, olika sdtt sa kan den sammansatta operationen F\Fy ... Fy, goras
PA NNy~ Ny olika sdtt.

Exempel 1.4. T en forening med 15 medlemmar ska viljas en styrelse bestaende av
ordférande, sekreterare och kassor. Ingen person far inneha fler &n en post i styrelsen.
P& hur manga olika sitt kan styrelsen véiljas?

Om vi borjar med att vilja en ordférande, sa som de flesta féreningar brukar gora
nér det &dr val, sd finns det 15 olika mojligheter. Nér vi sedan ska vélja en sekreterare &r
en person redan upptagen med att vara ordforande sa nu finns endast 14 valmaojligheter
kvar. Vid valet av kassor finns sedan bara 13 valmdjligheter. Multiplikationsprincipen
sdger oss darfor att det finns totalt 15-14 - 13 olika sétt att vilja styrelsen.

Vi séger att vi har gjort ett ordnat urval utan aterldggning. Det adr ordnat eftersom
det styrelsen dir person A &r ordforande, person B #r sekreterare, och person C' &r
kassor riknas som en annan styrelse d&n den dir person B dr ordforande, person A &r
sekreterare, och person C dr kassor. Det dr utan aterlaggning eftersom vi bara kan vilja
en person en gang, nir den val dr vald kan den personen inte viljas igen. Detta &r ett
sa pass vanligt scenario inom kombinatoriken att det har fatt ett eget namn.

Definition 1.5. Givet en viss médngd med n stycken element kallas en ordnad delméngd
av k element for en k-permutation av n element. Antalet k-permutationer av n element
ges av

n!

P(n,k)=n-(n-1)-(n-2)-- (n_k+1):(n—'k)!'

Ett viktigt specialfall &r da k = n och vi kallar detta helt enkelt for en permutation
av n element. Antalet permutationer av n element ges av P(n,n) = n! eftersom 0! = 1.

Exempel 1.6. Hur manga olika ”ord” kan man bilda genom att ordna om bokstéverna
i””ABCD”?

I detta fall handlar det om att beréikna antalet permutationer av de fyra bokstédverna
i 7ABCD”, vilket kan goras pa 4! olika sétt, men hur blir det om vi istéllet fragar
efter antalet ord som kan skapas genom att ordna om bokstédverna i ordet "MATTE”?
Skillnaden hér dr att tva av bokstdverna dr samma. Vi far fortfarande samma ord om vi
byter plats pa de tva T som finns i ordet. Om vi for tillfillet markerar de tva bokstédverna
T sa att de blir olika och tittar pa ordet ” M AT To E” istéllet sa ar vi i samma situation



som tidigare, ndmligen att vi kan gora det pa 5! olika sétt. Eftersom vi inte bryr oss om i

vilken ordning vi véljer ut vara tva olika T maste vi nu ta hiansyn till detta. Om vi later

x vara antalet ord som kan bildas av ordet "MATTE” maste vi darfér ha att 2x = 5!
5!

eftersom det finns tva olika sitt att ordna bokstdverna T. Vi far alltsa att z = 3

Ofta nér vi gor ett urval spelar det ingen roll i vilken ordning vi gor valen, sa som
fallet med vara tva T i exemplet ovan eller om vi drar kort till en pokerhand. Det enda
som spelar roll &r vilka objekt som valdes ut, inte i vilken ordning de valdes. Vi pratar
da om ett oordnat urval utan aterliggning. Detta ar en sa pass vanlig situation att den
ocksa har fatt ett eget namn.

Definition 1.7. Givet en méngd med n element kallas en oordnad delméngd av k
element for en k-kombination av n element. Antalet k-kombinationer av n-element ges
av

n\ n! _ P(n,k)

(k) T E(n-k) K

Uttrycket (Z) uttalas som "n &ver k7 eller "n vilj k71

Fran Formeln
n\ _ P(n,k)
(k) Sk
ser vi att antalet k-kombinationer av n element kan tolkas som att vi férst berdknar
antalet k-permutationer av n element och sedan kompenserar fér ordningen genom att
dividera med antalet permutationer av de k valda elementen, alltsa antalet olika ordning-
ar pa de valda elementen. Alternativt, genom att multiplicera bada sidor med k!, kan vi
tolka antalet k-permutationer av n element som antalet k-kombinationer av n element
multiplicerat med antalet permutationer av de k valda elementen. Detta aterkopplar till
multiplikationsprincipen: vi delar upp det ordnade valet i att forst ett oordnat val, vilket
kan goéras pa (Z) olika sétt, och viljer sedan en ordning pa de k stycken valda elementen,
vilket kan goras pa k! olika sdatt. Multiplikationsprincipen siger oss da att det kan goras
pa (Z) - k! olika sétt.

2 Forelasning 19: Mer om kombinatorik

Kom ihag fran forra forelasningen:
Multiplikationsprincipen Om operationen F; kan géras pa n; olika sitt fori=1,2,...,m
sa kan den sammansatta operationen FyFy. .. Fy, goras pani-ng----- n,, olika satt.

n!

(n-k)!

Permutationer Antalet k-permutationer av n stycken element ges av P(n, k) =

Kombinationer Antalet k-kombinationer av n stycken element ges av

(Z) ) P(ka) ) k!(nni k)l

P4 engelska anvinds nistan uteslutande ”n choose k”.



Exempel 2.1. Vi har n stycken kulor varav ki ar svarta, ko &r vita, kg &r roda och k4
ar roda. Pa hur manga olika sétt kan kulorna radas upp?
Vi kan ténka oss att vi ska placera ut kulorna pa n stycken platser. Om vi tdnker

oss att vi forst placerar de svarta kulorna kan vi gora detta pa ( l?l ) olika sétt. De vita

"_kl) olika sétt och sedan kan de réda kulorna placeras

kulorna kan sedan placeras pa ( ko

pa ("_121_]”) olika sétt. Slutligen fylls resterande n — k1 — ko — k3 platserna av de gréna
kulorna. Enligt multiplikationsprincipen far vi da att antalet sétt ges av

(n).(n—k‘l)'(n—kl—kg)_ n! ) (n—k‘l)' . (’I’L—k‘l—k‘z)!

k?l kQ kg - k‘l'(n—k‘l)' kQ!(’I’L—k‘l —]{}2)! k?g!(n—kil —k‘g —]Cg)!
n!

K lkolkslky!

dér den andra likheten foljer av att n — k1 — ko — k3 = k4 (endast de gréna kulorna finns
kvar).

Exempel 2.2. Efter att ha radat upp vara kulor tappar vi bort dem och beh6ver képa
nya. Vi vill képa 10 stycken kulor i fargerna svart, vit, rod och gron. Hur manga olika
kombinationer av kulor kan vi kopa om vi inte har nagra krav pa antalet kulor av vardera
farg?

I det héar fallet kan vi tédnka oss att vi radar upp vara 10 kulor och skiljer dem
at med en avgriansare. Vi kan representera detta med en foljd av nollor och ettor, dér
nollor representerar en kula och en etta en evgrinsare. En mdojlig kombination dr da till
exempel

00 100001 0 1 000
—— —— —— ——
svarta vita réoda grona

Vi kan alltsa se problemet som att bestdmma antalet sétt att placera ut de tre ettorna
pa varsin plats bland de 13 mojliga platserna (de 10 kulorna plus de 3 avgridnsarna).
Antalet mojliga kombinationer av kulor ar alltsa

1 !
(3)=£=286.
3 !

Observera att detta ocksa innefattar kombinationer dar t.ex. alla kulor ar roda.

Efter att ha sett de grundldggande koncepten och négra exempel ska vi nu titta pa
nagra allménna egenskaper.

Sats 2.3. 1. (;)=()=1,

2 (3) = (%)
5 () = () + ()



4o Bro () =2m

Bewis. Det dr mojligt att bevisa alla dessa egenskaper med hjélp av formeln (Z) = #lk),

men det ar intressantare och mer larorikt att bevisa med kombinatoriska resonemang.

1. Det finns bara ett sétt att ur en méngd med n element vélja ut n element, ndmligen
att vélja alla element. Det finns ocksa bara ett sitt att vélja ut 0 element, ndmligen
att inte vilja nagot element alls.

2. Att plocka ut k element ur en mingd med n element 4r samma sak som att vilja
de n — k element som ska vara kvar.

3. Markera ett av de n+1 elementen i méngden. Vi kan nu dela upp alla kombinationer
i de som inte innehaller det mérkta elementet och de som innehéaller det mérkta
elementet. Eftersom det finns n stycken omérkta element finns det darfor (Z) olika

kombinationer som inte innehaller det mérkta elementet och det finns ( 1:1) olika

kombinationer som innehaller det mérkta elementet eftersom ett element da redan
ar taget. Sammanlagt far vi alltsa att antalet kombinationer &r deras summa, d.v.s.

("e)-()- ()

k) \&) \k-1)

4. Summan Y} _, (Z) dr antalet sétt att ur en méngd med n element vélja ut nagot
antal element (eller inga alls). Att gora ett sadant val &r samma sak som att for
vart och ett av de n elementen vélja om vi ska plocka ut det eller inte. Det finns

alltsa tva val och det ska goras en gang for varje element, alltsa kan detta goras
pa 2" olika sétt enligt multiplikationsprincipen.

O

Enligt egenskap 3 kan vi bygga upp foljande triangel:
()

o )
@ G

G G 6

()
()

Figur 1: Pascals triangel

Genom att stilla upp det pa detta sétt dr varje element i triangeln summan av de
tva ndrmaste elementen ovanfor. Det foljer ocksa av egenskap 2 att den dr symmetrisk



kring mittlinjen. Triangeln &r ocksa kopplad till uttryck pa formen (z+y)", vilket brukar
kallas binomialsatsen och darfor kallas ofta talen (Z) for binomialkoefficienter.

Sats 2.4 (Binomialsatsen). Om n dr ett positivt heltal gdller att

2(n
(x+y)" =), (k)a:"_kyk )
k=0
Bewis. Vi borjar med omskrivningen (z+y)" = (x+y)(z+y) ... (z+y). Genom att utfora
multiplikationen far vi en samling termer som alla har formen 2" *y* fr k& mellan 0 och
n. Nar vi utfor multiplikationen far vi for varje parentes vélja om vi vill multiplicera med
x eller y i den parentesen. For ett givet k finns det dérfor (Z) stycken termer " FyF,
en for varje val av vid vilka k stycken faktorer vi ska multiplicera med y istéallet for x.

Koefficienten framfor 2™ *y¥-termen #r alltsa (Z) Genom att summera 6ver k far vi nu

(z+y)" = éo (Z):c”_kyk .

O]

Exempel 2.5. Vi bill bestdmma konstanttermen i utvecklingen av (% - I—12)18. Enligt
binomialsatsen far vi att

(E B i)lS ) 128: (18) (5)18—/4: (_i)k _ § (18)(_1)]6Lx18_3k

2 a2 S\ k/\2 x2 S\ k 218-k

Konstanttermen fas da 18 -3k = 0 < k = 6, alltsa kan vi se att koefficienten blir
18 6 1 _ (18y 1

(6) (-1)° 512 = () - 312

Anmirkning 2.6. Kombinationer och binomialkoefficienter kan ocksa tolkas i termer

av dndliga mdngder och deras delmdngder. Givet en mdngd med n element kan binomi-
alkoefficienten (Z) tolkas som antalet delmdingder med k element.

3 Foreliasning 20: Repetition

Foljande exempel dr en samling tentauppgifter fran de olika exempeltentorna pa Stu-
dentportalen.

Exempel 3.1. Ekvationen 2% — 223+ 722 -4z +10 = 0 har en 16sning z = 1+ 2i. Hitta alla
l6sningar till ekvationen.

Losning. Eftersom polynomet &r reellt vet vi att komplexa losningar maste komma i
konjugerade par, alltsa maste dven z = 1 — 2¢ vara en 16sning. Enligt faktorsatsen kan vi
darfor bryta ut (z - (1+24))(z - (1 -2i)) = 2% = 2z + 5:



22+2
24 =223 4722 —42+10| 22 -22+5
—(2* - 223 + 52%)
222 — 42 + 10
(222 - 42+ 10)
0

Vi ser att 2% — 222 + 722 =42 + 10 = (2% - 22 + 5) (2% + 2). Ekvationen 22 + 2 = 0 har
l6sningarna z = i\/z2)i. Alltsd har ekvationen z% — 223 + 722 — 42 + 10 = 0 l6sningarna
z=1%2i och z = +/2i. O

Exempel 3.2. Visa med induktion att féljande likhet giller for alla positiva heltal n:

1 2 0\" (1 2n 2n(n-1)
01 2| =f0 1 on
001 0 0 1

12 0\" 1 2n 2n(n-1)
Losning. Lat VL, =|0 1 2| och HL,=|0 1 2n .

0 0 1
Vi behover gora tre steg: basfall, induktionsantagande, och induktionssteg.
Basfall: For n =1 har vi foljande:

1

1 20 1 20 1 21 2:1-0 1 20
VLi=|0 1 2] =|0 1 2|, HL;=|0 1 2-1 |=10 1 2
0 01 0 01 0 O 1 0 01

sa viser att VL1 = HL;.
Induktionsantagande: Antag att VL, = HL,, for nagot positivt heltal p.



Induktionssteg:

12 0\
VLp+1 = 0 1 2
0 0 1
120\ (1 20
=10 1 2 01 2
0 01 0 0 1
1 2p 2p(p-1) 1 20
210 1 o |0 1 2
0 0 1 0 01
1 2+2p 4p+2p(p-1)
=lo 1 2+ 2p
0 0
1 2(p+1) 2p*+2p
=fo 1 20p+1)
0 0 1
1 2(p+1) 2(p+1)p
=fo 1 2(p+1)
0 0 1
= HLp+1
Enligt induktionsprincipen géller dérfor V' L,, = HL,, for alla positiva heltal n. O

Exempel 3.3. Den riita linjen ¢: (z,y,2) = (1+2t,3-t,1+1t),t € R speglas i planet
II: . + 2y + z = 7. Bestdm ekvationen pa parameterform for spegelbilden av linjen £.

Lésning. Ekvationen pa parameterform kan l4tt skrivas om vi lyckas spegla tva punkter
pa linjen eftersom vi da kan ta som ortsvektor den vektor som pekar fran origo till
den ena punkten och som riktningsvektorn den vektor som pekar fran den ena vektorn
till den andra. Om linjen dessutom skér planet kan skdrningspunktens spegling enkelt
bestdmmas, den dr ndmligen sin egen spegling, sa vi kan da anvinda skdrningspunkten
som en av de tva punkterna vi behover. For att kontrollera om linjen skér planet kan vi
underscka om linjens riktningsvektor dr ortogonal mot planets normalvektor: om dem
ar ortogonala sa ar linjen parallell med planet och kommer aldrig skira planet, annars
ar linjen inte parallell med planet och kommer skéra planet i exakt en punkt.

Lat ¥ = (2,-1,1) vara linjens riktningsvektor och 1at 7 = (1,2,1) vara planets
normalvektor. VI har da

Vemn=2-2-1-2+1-1=1

sa linjen kommer alltsa skdra planet i en punkt. For att bestdimma denna punkt stoppar

10



vi in linjens ekvation i planets ekvation:

T+2y+2=1+2t+6-2t+1+1¢
=8t+7
=7

< t=-1

Skérningspunkten far alltsa da ¢ = —1 i linjens ekvation. Kalla skdrningspunkten for Fy.
Vi kan da se att Py = (1-2,3+1,1-1) = (-1,4,0). Som andra punkt kan vi berikna
speglingen av punkten (1,3,1) som vi far da ¢ = 0. Kalla speglingen av (1,3,1) for Pj.
Nu kan det vara bra att rita en skiss ¢ver situationen for att fa en tydligare bild av vad
som behover goras och hur vi kan gora det. Observera att vektorn o pekar fran Py till
(1,3,1) eftersom vi far Py genom att utga fran (1,3,1) och dra ifran 1- 7.

Figur 2: En skiss 6ver problemet.

Fran figuren kan vi se att om vi projicerar ¥ pa 7 far vi vektorn s7 som pekar
fran punkten @ i planet till punkten (1,3,1), ddr @ #r den punkt i planet som &r
nidrmast punkten (1,3,1). Vi kan da slutligen fa punkten P; genom att fran punkten
(1,3,1) subtrahera 257, eftersom vi d& gar lika langt pa andra sidan planet. Enligt
projektionsformeln har vi

— =
U e _,
—2 n
7|
2.-1.1 1,2,1
:(? ) ).(? ) )(1’2’1)
1+4+1
1

=—(1,2,1
£(1.21)

—
=SSN .

projﬁ(?) =

11



Slutligen far vi nu foljande:

[\

P
PPi=7--7

(=}

1
= (27 _]-a 1) - 5(1’ 27 1)

_(5 5 2)
\3" 3’3

1
=—(5,-5,2).
S(5.-5,2)

Vi kan alltsa vilja vektorn (5,-5,2) som riktningsvektor for den speglade linjen. Om vi
utgar fran punkten Py = (-1,4,0) blir da ekvationen for den speglade linjen

(z,y,2) = (-1,4,0) + (5, -5,2) = (-1 + 5¢,4 - 5t,2¢t) .

Exempel 3.4. Bestdam alla l6sningar till ekvationssystemet

r+2y—-z=1
r-y—-2z=1

y+az=a-1
Lésning. Totalmatrisen for systemet &r foljande:

1 2 -1 1
1 -1 -2 1
0 3 a a-1
Vi vill 16sa systemet genom att forst forenkla det m.h.a. radoperationer:
1 2 -1 1 + 3 1 0 -1
1 -1 -2 1 j—l ~ -1 -2 1 ]
0 3 a a-1 3 a a-1 +

S = O [ =)
w
—_
]

Fran den sista matrisen ser vi att vi kan gora foljande falluppdelning:

Fall 1: Om a-1+#0 < a# 1 kan vi dividera sista raden (a — 1)z = a -1 och far da
z = 1. Inséttning i forsta raden ger oss

1
Jy+2=3y+1=0 < 3:—5.
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Slutligen far vi fran andra raden
1
r-—y-2z=x+--2=1 < x=-.
3 3

Systemet har alltsa 16sningen (z,y,z) = (%, —%, 1).

Fall 2: Om a-1=0 < a =1 blir den tredje ekvationen bara 0 = 0 och vi far ingen
information om z. Satt darfor z = t. Den forsta ekvationen ger oss da att y = —%.
Slutligen ger den andra ekvationen r—y—2z = x+ % “2t=1 < =1+ gt. Systemet

har alltsa oéndligt manga lésningar, (z,y,2) = (1 + %t, —%t,t) for t e R.
U

Exempel 3.5. I en regelbunden 20-hérning kan man dra diagonaler. En diagonal bildas
av att man drar en linje mellan tva icke nérliggande horn.

(a) Hur manga diagonaler finns det?

(b) Hur manga (oordnade) par av diagonaler skér varandra i en inre punkt (men inte
iett horn)?

Lésning.  (a) En diagonal bestdms entydigt av tva icke nérliggande punkter. Givet en
punkt finns det 17 stycken icke nérliggande punkter. Eftersom det finns 20 punkter
ar det da latt att dra den felaktiga slutsatsen att det dirfor, enligt multiplikations-
principen, finns 20-17 diagonaler, men da har man riknat varje diagonal tva ganger:
en gang fran punkt A till punkt B och en gang fran punkt B till punkt A. Det
riatta antalet diagonaler &dr dérfor %17.

(b) Forst behover vi observera att i varje fyrhorning alltid finns exakt ett par diagonaler
som skér varandra i en inre punkt, sa som uppgiften efterfragar. Pa motsvarande
sétt, om vi har ett par av diagonaler som skér varandra i en inre punkt kan vi skapa
en fyrhorning genom att koppla ihop diagonalernas &ndpunkter. Antalet diagonaler
som skér varandra i en inre punkt &r alltsa samma som antalet fyrhorningar som
kan bildas av 20-hérningens horn. For att bilda en fyrhorning maste vi vilja 4
av 20-horningens horn och dessa kan viljas utan inskréankning. Antalet blir déarfor

(%)-

O
111 0 0 1 0 01
Exempel 3.6. Lat A=|2 3 3|,B=|1 0 0],C=|1 1 1
0 2 3 010 2 31

(a) Visa att A dr inverterbar.
(b) Bestdm inversen till A.

(c) Bestdm matrisen X som uppfyller att AXB™ =C.
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Lésning.  (a) Vikan avgora om A dr inverterbar genom att berédkna dess determinant:

33 |2 3 ]2 3
det(A):‘z 3_‘0 3‘+‘0 2‘
=3-6+4
-1

Eftersom determinanten inte ar 0 4r matrisen A inverterbar.

(b) Vi anvénder oss av radoperationer:

11101100\ =2 (111 1ooj+
2 3 3 010]+~011—210 142
0231|001 0 2 3 001<J+
1001] 3 <10
01 1] -2 1 0] <+
“lo 0 1 4—211_1

Vi ser nu att

3 -1 0
Al=1-6 3 -1
4 -2 1

(c) Vikan se att AXB'=C = X =A1AXB'B=A"1'CB sa vi behover beriikna
matrisen A~LCB:

3 -1 0 00 1\ /0 0 1
AfcB=l-6 3 -1]|-|1 1 1|1 0 0
4 -2 1 2 31/ \o10
-1 -1 2\ (0 0 1
=11 o 4|1 0 0
0 1 3/ \0o10
-1 2 -1
=lo -4 1
1 3 0

Exempel 3.7. Bestdm koefficienten f6r % i utvecklingen av (3$ - %)H.
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Lésning. Notera forst att % =27, Enligt binomialsatsen giller att

4 11 11 11 1k 4 k
3r-—) = )k (-2
(x x2) ,é](k:)( z) (x2)
& (11, 11k k ok 11-3k
D e G

o\ k

For att fa termen 27! maste 11 -3k=-1 < 3k=12 < k=4. For k =4 far vi da

(2o

15



	Föreläsning 18: Lite mer om geometri i rummet och kombinatorik
	Planets ekvation på parameterform och ett avslutande exempel
	Kombinatorik

	Föreläsning 19: Mer om kombinatorik
	Föreläsning 20: Repetition

